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Abstract—In this paper, we describe a fully automatic goal-
oriented hp-adaptive Finite Element strategy, which is applied
to open problems (radiation and scattering). The methodology
produces exponential convergence rates in terms of an upper
bound of an user-prescribed quantity of interest (in our case, the
S-parameter, the far radiated field or far scattering field) against
the problem size (number of degrees of freedom). We illustrate
the efficiency of the method with 2D numerical simulations of
open problems (radiation and scattering). Applications include
the far scattering (radiated) field by an object (antenna) and the
computation of mutual coupling of the antennas (S-parameters).
Results show that self-adaptive goal-oriented hp obtains more
accuracy in the quantity of interest than self-adaptive energy-
norm hp with the same number of degrees of freedom.
I. INTRODUCCIO´N
El Me´todo de Elementos Finitos, Finite Element Method
(FEM), es un me´todo nume´rico muy versa´til que tiene la
posibilidad de generar mallas que se adaptan no solo a la
geometrı´a del problema sino tambie´n a la solucio´n del pro-
blema. Hay varios tipos de adaptabilidad (ve´ase por ejemplo,
[1]), siendo la ma´s potente la adaptabilidad hp [2] en la
que se realizan refinamientos simulta´neos en h (se modifica
el taman˜o de los elementos) y en p (se varı´a el orden
de aproximacio´n polinomial p de cada elemento). De esta
manera, se obtienen velocidades de convergencia exponen-
ciales, incluso en presencia de singularidades, mientras que
con adaptabilidad en h o en p el tipo de convergencia que
se obtiene es (de forma general) algebraica. Ası´ pues, se
pueden obtener soluciones muy precisas aun en presencia
de singularidades, o, de forma equivalente, soluciones con
un grado de precisio´n prefijado con un mı´nimo nu´mero de
inco´gnitas.
La implementacio´n de la adaptabilidad hp para proble-
mas abiertos empleando un FEM iterativo (FE-IIEE, Finite
Element-Iterative Integral Equation Evaluation) se ha descrito
en [3]. Es importante destacar que la velocidad de convergen-
cia exponencial obtenida en [3] se mide en la norma de la
energı´a del error en el dominio FEM con respecto al nu´mero
de inco´gnitas. Ası´ pues, los campos electromagne´ticos se
pueden conocer con la precisio´n deseada dentro del dominio
FEM. Esto puede ser utilizado para encontrar aquellas posi-
ciones donde el ajuste de las caracterı´sticas de dispersio´n o
radiacio´n de un objetos sea ma´s eficaz, estimar la reactancia
de entrada de una antena, encontrar lugares sensibles a que
se produzca puntos calientes o el efecto multipactor en
antenas,. . . Sin embargo, un ingeniero de telecomunicaciones
esta´ principalmente interesado en conocer con la precisio´n
deseada la seccio´n radar de un objeto, el diagrama de ra-
diacio´n y el coeficiente de reflexio´n de una antena y la matriz
de impedancias mutuas de los elementos que forman una
agrupacio´n. Con este criterio debemos adaptar nuestro me´todo
nume´rico para que obtenga con la exactitud requerida el
para´metro deseado a expensas de la exactitud de la solucio´n en
el resto del dominio1. Al mismo tiempo es deseable mantener
la convergencia exponencial que presenta el me´todo descrito
en [3].
En este artı´culo se completa la adaptabilidad automa´tica
hp-FEM presentada en [3] para problemas abiertos con el
objetivo minimizar la norma de la energı´a de la funcio´n error
en el dominio FEM con otra adaptabilidad automa´tica hp-
FEM orientada a minimizar la cota superior de una cantidad
de intere´s. La adaptabilidad automa´tica hp orientada a ob-
jetivo se ha presentado en [4] en el contexto de problemas
cerrados de guı´aondas. En este artı´culo se amplia al ana´lisis de
problemas abiertos usando como cantidad de intere´s el ca´lculo
del coeficiente de reflexio´n de una antena, el coeficiente
de acoplamiento entre elementos de un array y los campos
lejanos (dispersos o radiados) por una estructura. Este me´todo
mantiene la convergencia exponencial en un cota superior de
la cantidad de intere´s con respecto al taman˜o del problema
(nu´mero de inco´gnitas).
II. ADAPTABILIDAD ORIENTADA A OBJETIVO
El algoritmo presentado en esta´ seccio´n es una extensio´n
de la adaptabilidad hp-FEM basado en la minimizacio´n de la
norma de la energı´a del error en el dominio FEM presentado
en [3].
Dado un problema, una cantidad de intere´s y una precisio´n
deseada para esta cantidad de intere´s, el objetivo de la
adaptabilidad automa´tica orientada a objetivo es generar, sin
la intervencio´n del usuario, una secuencia de mallas hp en la
que la u´ltima malla obtenida proporciona un error inferior a
la tolerancia prescrita en la cantidad de intere´s con el mı´nimo
nu´mero de inco´gnitas.
La ecuacio´n de Helmholtz junto a las apropiadas condi-
ciones de contorno determinan la solucio´n de los problemas
de 2D con simetrı´a de traslacio´n, ve´ase [3]. Para resolver
1Por ejemplo, puede no ser necesario computar con precisio´n alguna de
las singularidades del campo electromagne´tico en un objeto para calcular con
precisio´n la seccio´n radar que presenta en una determinada direccio´n
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TABLE I
RELACIO´N ENTRE LOS COEFICIENTES DE LAS ECUACIONES (3) Y (4) Y
LOS PARA´METROS FI´SICOS DEL PROBLEMA REAL
Pol. φ fr gr q φ0
TM Ez µr εr jk0η0Jz Einc
TE Hz εr µr jk0/η0Mz Hinc
el problema empleando FEM es mejor convertirla en una
formulacio´n variacional que escrita de forma compacta queda{
Encontrar φ ∈ V
b(φ, ω) = f(ω) ∀ω ∈ V , (1)
donde V es el espacio de Hilbert de soluciones admisibles que
corresponde con el espacio de Sobolev de primer orden sobre
el dominio del problema FEM (Ω) limitado por la frontera S.
V :=
{
φ :
∫
Ω
(|∇φ|2 + |φ|2) dS <∞} (2)
La forma bilineal b(φ, ω) es
b(φ, ω) =
∫∫
Ω
∇tw ·
[
f−1r ∇t φ
]
dS − k20 gr
∫∫
Ω
wφdS
+ j k0 f−1r
∫
ΓS
wφdl + j βi
∫
Γi
wφdl (3)
y la forma lineal f(ω)
f(ω) = −
∫∫
Ω
w q dS+
∫
S
wΨ dl+2 j βi
∫
Γi
wφinci dl (4)
donde la definicio´n de φ, gr, fr y q se da en la tabla I
en funcio´n del tipo de la polarizacio´n. βi es la constante
de propagacio´n en la guı´aonda monomodo “i” cuya puerta
se encuentra en Γi y la funcio´n residual Ψ(~ρ) se obtiene
mediante el me´todo iterativo descrito en [3]. En este artı´culo
se presentan problemas de dispersio´n excitados por ondas
planas y problemas de radiacio´n mediante bocinas, en ambos
tipo de problemas q = 0.
La resolucio´n del problema usando hp-FEM convierte el
problema continuo (1) en el problema discreto dado por{
Encontrar φhp ∈ Vhp
b(φhp, ωhp) = f(ωhp) ∀ω ∈ Vhp ,
(5)
donde Vhp ⊂ V es el conjunto de soluciones posibles hp
Nosotros asumimos que la cantidad de intere´s se puede
representar por un funcional L que es lineal y continuo. El
error en la cantidad de intere´s ε es
ε = L (φ)− L (φhp) = L (φ− φhp) = L (e) (6)
donde e = φ−φhp representa el error del campo. ε = b (e, ²)
siendo ² = τ − τhp el error de discretizacio´n de la funcio´n de
influencia (τ ) que se obtiene al resolver el problema dual{
Encontrar τ ∈ V
b(ω, τ) = L(ω) ∀ω ∈ V , (7)
Una vez que el error en la cantidad de intere´s ha sido
determinado en te´rminos de la forma bilineal b, nos interesa
obtener un cota superior de |ε| que dependa localmente de
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Fig. 1. Malla inicial del problema de scattering de una onda plana sobre
un cilindro conductor perfecto.
los para´metros del mallado (taman˜o h y orden p de los
elementos). Una solucio´n es
|ε|= |L (e)|= |b (e, ²)|≤
∑
K
|bK (e, ²)|¹
∑
K
‖e‖K‖²‖K (8)
donde el ı´ndice de sumatorio K indica suma a lo largo
de todos los elementos y ‖ · ‖K denota la norma de la
energı´a aplicada exclusivamente al elemento K. Un desarrollo
ma´s detallado de este metodologı´a orientada a objetivo para
problemas cerrados se encuentra en [4].
III. RESULTADOS
El primer problema analizado es el ca´lculo del campo
lejano dispersado (en ϕ = 90o) por un cilindro conduc-
tor ele´ctrico cuando sobre e´l incide una onda plana desde
ϕinc = 0o. Se ha elegido este problema porque posee solucio´n
analı´tica. El radio del cilindro es a = 1λ y el dominio FEM
(Ω) se extiende hasta el cilindro c = 1.2λ. La frontera auxiliar
S′ usada mediante el principio de equivalencia para actualizar
Ψ y calcular el campo lejano dispersado se encuentran sobre
el cilindro b = 1.1λ. Para este primer problema, el funcional
lineal L (ω) es proporcional a
L (ω) ∝
∮
S′
(
∂ ω
∂n′
− j k0 (ρˆ ′ · yˆ)ω
)
ej k0 (~ρ
′·yˆ)dl′ (9)
La geometrı´as de los problemas y las malla iniciales son
definidas por el usuario usando el pre y postprocesador GiD
mediante el interfaz descrito en [5]. En particular, la malla
inicial para resolver el anterior problema electromagne´tico se
presenta en la figura 1.
En la figura 2 se representa la evolucio´n del error en la
cantidad de intere´s cuando el refinamiento es guiado por la
norma de la energı´a del error en el dominio FEM (etiqueta
hp-Energ) o por la cota superior de la cantidad de intere´s
(etiqueta hp-Goal). Se observa que el nu´mero de inco´gnitas
necesarias para obtener un mismo error en la cantidad de
intere´s es notablemente inferior en el segundo caso.
En la figura 3 se representa las mallas obtenidas para que el
error en la cantidad de intere´s sea aproximadamente 0.001%
en funcio´n del me´todo utilizado para guiar el refinamiento.
Los colores indican el orden p usado en cada elemento,
el color azul oscuro corresponde con p = 1 mientras que
el magenta claro corresponde al p = 8. En la figura 3(b)
se observa como las inco´gnitas se acumulan principalmente
en la regio´n pro´xima a la frontera auxiliar S′ y hacia el
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Fig. 2. Convergencia del error en la cantidad de intere´s (Campo lejano
dispersado en ϕ = 90o) cuando la adaptabilidad es guiada por la norma de
la energı´a del error en el dominio FEM o por una cota superior de la cantidad
de intere´s. Polarizacio´n TM
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(a) Adaptabilidad guiada por la norma de la energı´a del error
en el dominio FEM. Iteracio´n 17.
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(b) Adaptabilidad guiada por una cota superior de la cantidad
de intere´s. Iteracio´n 5.
Fig. 3. Mallas obtenidas para un error relativo en la cantidad de intere´s
(campo lejano dispersado por un cilindro conductor perfecto en ϕ = 90o
con ϕinc = 0o cuando la polarizacio´n es TM) de ² ' 0.001%.
exterior, esta´ es la regio´n utilizada para calcular el campo
lejano. Aunque los resultados presentados corresponden a una
polarizacio´n TM resultados muy similares fueron obtenidos
para la polarizacio´n TE.
El segundo problema analizado es el ca´lculo del coeficiente
de acoplamiento entre dos bocinas (S21) que forman un
array (ver figura 4). Para la computacio´n del coeficiente de
acoplamiento se puede truncar el problema ma´s cerca de las
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Fig. 4. Geometrı´a del problema de dos bocinas acopladas
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Fig. 5. Convergencia del error en la cantidad de intere´s (S21) cuando el
refinamiento lo guı´a la energı´a del error en el dominio FEM, y los funcionales
lineales S21 y S11 + 1
fuentes2 pero se ha preferido alejarla para observar los campos
radiados por las guı´aondas. En este segundo problema, el
funcional lineal L(ω) es es proporcional a
L (ω) ∝
∫
S
wΨ dl + 2 j β2
∫
Γ2
wφinc2 dl (10)
donde φinc2 es el campo incidente sobre la segunda puerta.
En la figura 5 se representa la evolucio´n del error en la
cantidad de intere´s (S21) cuando las mallas son obtenidas para
minimizar la energı´a del error en el dominio FEM (etiqueta
Energı´a), la cota de la cantidad de intere´s S113 (etiqueta Obj.
S11) y la cota de la cantidad de intere´s S21 (etiqueta Obj.
S21). Si la cantidad de intere´s es S21, el nu´mero de inco´gnitas
necesarias para obtener un mismo error es inferior cuando el
refinamiento lo guı´a la cota superior de la cantidad de intere´s.
La coincidencia entre la convergencia entre las curvas Energı´a
y Obj. S11 se debe a la coincidencia entre el problema original
y el dual, ve´ase (4) y (10).
En la figura 6 se representan las mallas obtenidas para que
el error en la cantidad de intere´s sea S21 ' 1%. No´tese que
la malla representada en la figura 6(b) es sime´trica ya que el
problema dual es sime´trico al problema original; el problema
dual lo excita la segunda bocina mientras que e´l original lo
excita primera bocina, ve´ase (10) y (4). Por contra, en la
figura 6(a) se observa como las inco´gnitas se concentran en
2Se ha resuelto el mismo problema situando la frontera S a 0.2λ de la
estructura meta´lica y los resultados obtenidos han sido muy similares
3El coeficiente de reflexio´n no es un funcional lineal pero sı´ lo es S11+1
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(a) Adaptabilidad guiada por la norma de la energı´a del error en el
dominio FEM. Iteracio´n 21.
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(b) Adaptabilidad guiada por una cota superior del error de la
cantidad de intere´s. Iteracio´n 7.
Fig. 6. Mallas obtenidas para un error relativo en la cantidad de intere´s
(coeficiente de acoplamiento entre bocinas S21). Ambas mallas corresponden
a un error de ² ' 1%
la regio´n donde el campo radiado por la primera bocina son
ma´s intensos.
La solucio´n del problema original y del problema dual para
un error en la cantidad de intere´s de ' 1% se muestran
en la figura 7. Obse´rvese la simetrı´a existente entre ambas
soluciones lo que lleva a que la malla obtenida (figura 6(b))
sea tambie´n sime´trica. La solucio´n de campo obtenida cuando
el refinamiento lo guı´a la norma de la energı´a del error es
muy similar (evidentemente con mayor precisio´n) a la que
se representa en la figura 7(a) y no se presenta por falta de
espacio.
IV. CONCLUSIONES
Se ha presentado un me´todo de elementos finitos hp con
adaptabilidad automa´tica adaptada a objetivo para problema
abiertos en 2D. Los resultados nume´ricos obtenidos muestran
que el me´todo presenta convergencia exponencial en la cota
superior de la cantidad de intere´s. Adema´s, para una tolerancia
prefijada en la cantidad de intere´s el nu´mero de inco´gnitas
necesarias para resolver el problema es notablemente inferior
cuando la adaptabilidad la guı´a una cota superior de la
cantidad de intere´s que cuando la guı´a la norma de la energı´a
del error en el dominio FEM.
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(a) Problema Original. Rango desde -1.607 a 1.624
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(b) Problema Dual. Rango desde -1.607 a 1.624
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